LE ORIGINI DELLA GEOMETRIA

Il Pensiero Occidentale nasce nell’Antica Grecia ed è opportuno vedere come i Greci stessi concepissero l’origine della geometria.

La nascita della geometria – Visione degli antichi greci

Le fonti greche sono unanimi nell'attribuire agli Egiziani la “scoperta” della geometria, e nel considerare Talete (Mileto, 625-547 a.C.) il tramite di queste conoscenze rispetto al mondo greco.

È alle Storie di Erodoto (V secolo a.C.) che risale il collegamento tradizionale tra geometria e inondazioni del Nilo. È interessante tuttavia osservare che il testo erodoteo non attribuisce alla geometria la semplice funzione di ripristino dei confini.

“Raccontavano poi che questo re aveva distribuito la sua terra fra tutti gli Egiziani, assegnando a ciascuno, in misura uguale, una porzione di terreno in forma quadrangolare; e si era procurato in questo modo delle entrate, con lo stabilire un tributo che dovevano pagargli ogni anno. Se il fiume asportava una parte qualsivoglia della porzione assegnata ad uno, questi andava di volta in volta dal re a segnalargli l'accaduto; e il re mandava degli addetti a fare sopralluoghi e a misurare di quanto risultasse ridotto l'appezzamento, affinchè per l'avvenire il cittadino riducesse proporzionalmente il contributo stabilito. Di qui, secondo me, ha avuto origine la scoperta della geometria che, poi, fu introdotta in Grecia.”

Il binomio geometria - Nilo è ripreso dal filosofo neoplatonico Proclo (415-485 d.C.) in forma semplificata.

Vale la pena di osservare la visione utilitaristica che della geometria hanno Erodoto e Proclo, in opposizione a quella mitologica di Platone, per il quale fu una invenzione delle divinità egizie, e a quella astratta di Aristotele, legata alla possibilità di fruire del tempo libero da parte della casta sacerdotale e quindi potersi dedicare ad attività ricreative.

La nascita della geometria – Visione attuale

Possiamo parlare di nascita della geometria quando, nel corso dell’evoluzione delle antiche civiltà si osserva lo sviluppo di un interesse per gli enti geometrici in quanto tali, e non solo per l'utilità che rivestono per fini pratici.
Potremmo assumere allora che abbia senso parlare di geometria quando le figure non servono più solo per esplorare e descrivere il mondo, ma sono un mondo loro stesse, degno di esplorazione. Con una interpretazione in questo senso, che è poi quella usuale, risulta che la geometria non è emersa in tutte le culture, ma è comunque presente in quelle più “progredite” (Mesopotamici, Egiziani, Indiani, Cinesi, Greci, Maya, Incas, ...).

Vediamo adesso due reperti archeologici, uno mesopotamico ed uno egizio, fra i più antichi ritrovati e che testimoniano questo interesse per la geometria.

La tavoletta YBC 7289

Si tratta di una tavoletta babilonese di argilla risalente al 1700 a.C. circa, con inciso un quadrato, le sue diagonali, e tre numeri in cuneiforme.
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Le figure riportate sotto rappresentano rispettivamente la trascrizione in cifre arabe (con l'aggiunta di virgole di separazione) e la trascrizione nel sistema decimale.
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La prima trasformazione è molto semplice; i Mesopotamici costruivano i numerali mediante due soli simboli uno per l'unità [image: image4.png]


 e uno per la decina [image: image5.png]


. Il loro sistema di numerazione era sessagesimale e quindi, disponendo di soli due segni, anche i numeri molto piccoli risultavano composti di più simboli. Mancava tuttavia un segno per separare le cifre, essendo tale separazione lasciata al contesto. Trasformando tali numeri in sistema decimale, abbiamo

30/60 = 0,5

1+(24/60)+(51/60^2)+(10/60^3)= 1,4142129…

(42/60)+(25/60^2)+(35/60^3)= 0,7071065...

Quale è il significato di questi numeri? Poiché 0,7071065 = 1,4142129 • 0,5 abbiamo che, se il primo e terzo numero rappresentano, come risulta dalla figura, le lunghezze del lato e della diagonale del quadrato, allora il secondo rappresenta il valore “mesopotamico” di 
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. Ed in effetti tale valore è esatto fino al quinto decimale compreso. Il documento è eccezionale: esso rivela da un lato la straordinaria precisione del computo, senza che peraltro si abbiano indicazioni sull'algoritmo usato; dall'altro è indicativo della tendenza mesopotamica ad affrontare i problemi geometrici sotto il profilo numerico. È inoltre difficile immaginare una situazione pratica che rendesse necessaria una approssimazione così spinta di 
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: la motivazione sembra quindi consistere in una pura curiosità matematica.

Il papiro di Ahmes

Il papiro di Ahmes, dal nome dello scriba che lo aveva trascritto nel 1650 a.C. circa, o papiro Rhind, dal nome dell’antiquario scozzese Henry Rhind che lo acquistò nel 1858 in una città balneare sul Nilo, è lungo più di 5 metri e largo 30 cm ed è attualmente conservato al British Museum.

Il contenuto del papiro non è scritto in caratteri geroglifici, ma in una scrittura più agile, meglio adatta all’impiego di penna e inchiostro su fogli di papiro e nota come scrittura ieratica.
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Molti dei problemi contenuti nel papiro sono evidentemente esercizi pratici per giovani studenti, in altri, invece, sembra che lo scriba avesse in mente indovinelli o giochetti matematici

Il problema numero 51 determina l'area di un triangolo isoscele moltiplicando la misura della metà base per l’altezza. L'applicazione di questa regola veniva giustificata osservando che il triangolo isoscele risulta costituito da due triangoli rettangoli che hanno come cateti l'altezza e metà base. Spostando uno dei due triangoli in maniera da far coincidere l'ipotenusa si ottiene un rettangolo che ha come base la metà della base del triangolo e come altezza quella del triangolo.

La civiltà greca

Ponendo un'ulteriore condizione, ancora più restrittiva, si può convenire di parlare di nascita della geometria non tanto in relazione alla qualità e al livello dei concetti in gioco, né al tipo di finalità con cui sono elaborati, ma solo in presenza di uno strumento preciso, la dimostrazione. Oggi, per consenso unanime dei matematici e della comunità scientifica, un'attività che non utilizzi lo strumento della dimostrazione non è considerata matematica, indipendentemente dall'universo di enti con cui opera; non basta quindi un contenuto per individuare la matematica, ma è essenziale la forma, l'organizzazione interna.

La domanda che ci poniamo adesso è: “chi ha inventato il concetto di dimostrazione?” Anche se, con lo sviluppo dell'archeologia, è enormemente aumentata la mole di conoscenze matematiche da attribuire a civiltà diverse da quella greca (soprattutto ai Mesopotamici), non esistono prove del fatto che l'organizzazione della geometria legata al concetto di dimostrazione sia emersa in altri luoghi oltre che presso gli Elleni del VI secolo a. C. Tale concetto cardine sembra quindi essere stato il prodotto di un'unica cultura.
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Talete (Mileto, circa 625-547 a.C. circa)

Le fonti greche, come abbiamo visto, sono concordi nel considerare Talete il fondatore della matematica greca.

Prima di Talete i filosofi non pensavano in termini astratti; invece di cercare i princìpi celati dietro gli eventi insoliti che la natura poneva loro di fronte, cercavano dei personaggi. Nacquero così i miti, storie popolate da dei e dee, i cui rapporti reciproci e con gli uomini davano origine ai fenomeni naturali, come la primavera, il tuono, le eclissi e così via.

Oggi è facile fare dell'ironia sui miti dell'antichità, ma essi vennero creati da uomini e donne di genio: da un lato fornivano una spiegazione onnicomprensiva dei fenomeni naturali, dall'altro offrivano un legame fra umanità e natura che rendeva l'universo meno spaventoso. In effetti, la scienza presenta un solo vantaggio rispetto al mito, vale a dire la capacità di predire i fenomeni naturali con una precisione mai raggiunta dal mito.

Talete riteneva che la natura, lungi dall'operare per capriccio, o in seguito alle vicende fantastiche degli dei, agisse secondo princìpi intelligibili agli uomini; fu lui a introdurre l'astrazione nello studio della natura. In particolare, Talete introdusse l'astrazione in geometria.

Pitagora (Samo, circa 580-500 a.C circa)

Dopo Talete, l'altra figura fondamentale alle origini della matematica greca è, secondo la tradizione, Pitagora. Si nutrì delle teorie scientifiche di Talete e abbracciò in particolare la sua concezione della geometria.

Abbandonata l'Asia Minore, studiò per un periodo di tempo in Egitto e infine si stabilì a Crotone, città della Magna Grecia. Qui fondò la "società dei pitagorici", una comunità di uomini e donne che seguivano rituali quasi religiosi, particolari regimi alimentari e manifestavano per la matematica, concepita come chiave di lettura della natura, una profonda dedizione. La comunità ebbe vita breve - alcuni decenni - ma le sue dottrine influenzarono il pensiero greco a lungo; ancora a distanza di secoli, non pochi filosofi dell'area mediterranea si consideravano "pitagorici" e sostenevano la superiorità della matematica sulle altre scienze.

Tutta l'antichità, ed in particolare Proclo, gli attribuisce il teorema omonimo, che Euclide formula nel modo seguente: “Nei triangoli rettangoli il quadrato del lato opposto all'angolo retta è uguale alla somma dei quadrati dei lati che comprendono l'angolo retto”.

Questo teorema è fondamentale, nell'ottica che ci interessa, per due motivi.

Il primo: con il teorema di Pitagora nasce, si può dire, la dimostrazione. Si tratta in effetti di una proposizione assolutamente non evidente, sia per la variabilità della figura (i triangoli rettangoli non sono tutti simili tra loro), sia per il carattere riposto della proprietà (non una relazione tra i lati, ma tra i loro quadrati). In questo caso quindi il problema della giustificazione diventa urgente: non basta “mostrare”, occorre un metodo diverso, un ragionamento e non una semplice ispezione, una catena di passaggi che porti a quella conclusione partendo da fatti più semplici. Questo è il nucleo del concetto di dimostrazione, e quasi certamente questo evento concettuale emerge con il teorema di Pitagora, e cioè nel corso del VI secolo a.C.

Il teorema di Pitagora è stato quindi il principale agente sia dello sviluppo del concetto di dimostrazione sia della concezione astratta di punto matematico, ed è pertanto alla base della matematica stessa. Non è allora inaspettato che il primo esempio di dimostrazione matematica di cui possediamo il testo riguardi proprio il teorema di Pitagora; questa dimostrazione, compare nel Menone di Platone e riguarda un caso particolare del teorema stesso, e cioè la duplicazione del quadrato. Socrate, il protagonista del dialogo, per avvalorare la sua teoria della reminescenza, fa dimostrare ad uno schiavo che l’area del quadrato di lato doppio ad uno dato non è il doppio, bensì il quadruplo.

Il secondo motivo di interesse legato al teorema consiste nel fatto che, come scoprirono gli stessi Pitagorici, da esso discende immediatamente l'esistenza di segmenti incommensurabili quali il lato e la diagonale del quadrato; questo fatto mise in crisi la concezione pitagorica della natura, che era atomistica. Secondo tale concezione ogni oggetto era composto da “monadi”, punti materiali dotati di grandezza che, in numero diverso e disposti in diverse configurazioni (anch'esse associabili a numeri), generavano la varietà quantitativa e qualitativa degli enti reali. In tal modo fisica e matematica, atomi e punti, venivano a coincidere. Questa concezione non ammetteva, evidentemente, coppie di grandezze incommensurabili, e venne quindi invalidata dalla scoperta del teorema di Pitagora; l'atomo fisico-matematico doveva scomparire ed essere sostituito, nel versante matematico, da una entità puramente astratta, e cioè il punto privo di grandezza.

Ma come avvenne la scoperta dei segmenti incommensurabili ?

Talete aveva dedotto i suoi teoremi usando un misto di logica e intuizione ma i pitagorici scoprirono che logica e intuizione possono essere contraddittorie (vedi allegato).

[image: image21.jpg]o



[image: image22.jpg]I



Ecco cosa accadde. Siano AB e CD due segmenti. Diremo che un terzo segmento XY è una "misura comune" di AB e CD se esistono due numeri interi m ed n tali che XY riportato m volte consecutivamente abbia la stessa lunghezza di AB e XY riportato n volte abbia la stessa lunghezza di CD. Per esempio, se AB è lungo 36 centimetri e CD 10 centimetri, un segmento XY di 2 centimetri è una misura comune dei due segmenti con m=18 e n=5: infatti, riportando XY 18 volte consecutivamente si ottiene una lunghezza di 36 centimetri, quella di AB, e riportandolo 5 volte si ottiene una lunghezza di 10 centimetri, pari a quella di CD. Era intuitivamente evidente ai primi pitagorici che fosse possibile trovare una misura comune per ogni coppia di segmenti, sebbene potesse essere necessario prendere XY molto piccolo per poter misurare esattamente sia AB che CD. Poiché AB/CD = (m • XY)/(n • XY) = m/n è un numero razionale (cioè un rapporto di numeri interi), la loro intuizione prevedeva che il quoziente di due lunghezze fosse sempre razionale.
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Prendiamo ora un quadrato con lato di lunghezza 1 e tracciamo una diagonale. Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rettangolo FGH, otteniamo 
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, sicché il rapporto FH/FG tra le lunghezze di FH e FG è ancora uguale a 
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/1 = 
[image: image12.wmf]2

. Se i primi pitagorici avessero avuto ragione nell'asserire che il rapporto di due lunghezze è sempre razionale, allora 
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 sarebbe razionale. Ma uno dei pitagorici (probabilmente Ippaso di Metaponto) dimostrò che 
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 non è razionale.
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Euclide (Alessandria, 300 a.C.)

Le notizie sulla vita di Euclide sono assai scarse; gli studiosi hanno persino dubbi nel datare la vita di Euclide, e si sa solo che fiorì intorno al 300 a.C., quando il centro degli studi matematici e filosofici si stava spostando da Atene ad Alessandria d'Egitto, fondata da Alessandro Magno alle foci del Nilo. Quivi Euclide fondò, presso il Museo, una scuola matematica ma, a parte questo, tutto ciò che di lui si sa ci è noto attraverso due aneddoti. Il primo racconta di uno studente che iniziando a studiare geometria gli chiede: "Cosa ci guadagno a imparare queste cose?", al che Euclide, per tutta risposta, chiama un servo e gli ordina: "Dagli una moneta, poiché vuoi lucrare dalla conoscenza". Nell'altro, si racconta del re Tolomeo che gli chiede: "Esiste in geometria una strada più breve degli Elementi?" ed Euclide risponde: "Non esiste via regia alla geometria".

L’opera più importante di Euclide sono gli “Elementi”, ultimati intorno al 300 a.C.: costituiscono un unico sistema deduttivo di 465 teoremi che contiene non solo una enorme quantità di geometria elementare ma anche numerosi elementi di algebra e di teoria dei numeri. La loro organizzazione e il loro livello ne fecero il testo di riferimento di geometria; in effetti ben presto eclissarono ogni tentativo di sistemazione precedente.
Gli Elementi hanno avuto una diffusione inferiore solo alla Bibbia. Hanno avuto infatti più di mille edizioni e sono stati adottati fino al XIX secolo. Ma è ancora più significativo il fatto che, fin dal loro primo apparire, siano divenuti per gli scienziati una pietra di paragone: essi rappresentano l'archetipo del trattato scientifico. Perciò studiare la forma e i limiti degli Elementi è come curiosare nei recessi più profondi dell'attività scientifica.
Gli Elementi costituiscono l'esempio più antico in nostro possesso di ciò che oggi viene chiamato "sistema assiomatico".

[image: image26.wmf]2


Notiamo che vi sono due tipi di termini tecnici. Il significato dei termini definiti (punto 3) è assegnato facendo riferimento a termini (di entrambi i tipi) già introdotti; perciò, almeno in relazione a quei termini precedenti, i termini definiti sono completamente privi di ambiguità. Sfortunatamente, non è possibile eliminare l'ambiguità per tutti i termini: dopotutto, i dizionari sono circolari. È perciò necessario accettare che nel sistema vi siano termini (di solito desunti dal linguaggio quotidiano) di cui non si può dare una definizione precisa; questi sono i termini "primitivi" del punto 1. Naturalmente si dovrà porre la massima cura nel precisare il significato da attribuire ad ogni termine primitivo, ma nessuna spiegazione potrà garantire che tutti lo intendano nel medesimo modo.

Analogamente, vi sono due tipi di enunciati; proprio come non tutti i termini possono essere definiti, così non tutti gli enunciati possono essere dedotti. Di conseguenza, gli enunciati di cui al punto 2 vengono accettati senza dimostrazione in quanto esterni alla struttura formale del sistema (all'interno del sistema sono considerati semplicemente dei presupposti). Questi enunciati forniscono il punto di partenza da cui tutti gli altri (punto 4) sono dedotti logicamente.
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Indice degli Elementi di Euclide
· Libri I-II-III-IV Geometria del piano 

· Libro V Proporzioni 

· Libro VI Similitudine nel piano 

· Libri VII-VIII-IX (libri aritmetici) Teoria dei numeri interi e razionali 

· Libro X Irrazionali 

· Libri XI-XII-XIII Geometria dello spazio 

ALLEGATO – Come non fidarsi ciecamente dell’intuizione !
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Sistema Assiomatico


Si introducono i termini tecnici fondamentali del discorso, e se ne chiarisce il significato. Questi termini base vengono detti termini primitivi.


Viene fornito un elenco di enunciati primari che riguardano i termini primitivi. Affinchè il sistema non sia vuoto di senso per il lettore, egli dovrà trovare questi enunciati accettabili, in quanto veri, in base alle spiegazioni fornite in 1. Questi enunciati primari vengono detti assiomi.


Tutti gli altri termini tecnici sono definiti sulla base di termini già introdotti. I termini tecnici che non sono termini primitivi vengono detti termini definiti.


Tutti gli altri enunciati del discorso sono dedotti logicamente da enunciati già accettati o dimostrati. Questi enunciati derivati vengono detti teoremi.
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Fig.4 – Linee orizzontali
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Fig.5 – Illusione di Zöllner





Le linee oblique non sembrano parallele mentre in realtà lo sono. L’illusione è data dai segmentini che rappresentano un “elemento di disturbo”.





Le linee orizzontali sembrano formare dei cunei alternati. L’illusione è data dal particolare disegno “a scacchiera”, con le file di rettangoli sfalsati fra di loro
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Fig.3 – Illusione di Frazier della corda ritorta





Guardando come sono disegnati i cerchi, si vede che sono costituiti da curve chiare e scure. Queste ultime, più evidenti danno l’idea di essere inclinate verso il centro della figura. Il nostro cervello “unisce” le curve scure in tratti più lunghi, sempre inclinate verso il centro della figura. Inoltre lo sfondo contribuisce a “portare” l’occhio dall’esterno verso il centro. I due fenomeni contribuiscono a creare l’illusione che i cerchi siano invece un’unica linea a forma di spirale.





Il sistema visivo interpreta le ombreggiature delle figure come conseguenza dell’illuminazione proveniente sempre dalla stessa sorgente, posta in alto. L’illusione di  bassorilievo si ha dunque nella figura in basso. Se si ruota la figura di 180° sarà invece l’altra figura a sembrare in bassorilievo





Fig.1 – Bassorilievo Intaglio





Il triangolo che sembra di vedere in realtà non esiste, ma è il frutto della creatività del cervello il quale, inconsciamente, inventa dei contorni quando si trova di fronte a figure che giudica incomplete: in questo caso prolunga i lati dei settori dei dischi che diventano così i lati del triangolo.





Fig.2 – Triangolo di Kanizsa
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Dimostrazione che � EMBED Equation.3  ��� non è razionale. Ogni numero razionale può essere "ridotto ai minimi termini", cioè espresso come quoziente di numeri interi "primi tra loro", ovvero senza fattori comuni (tranne 1); per esempio, 360/75 = 24/5 ove 24 e 5 non hanno fattori comuni. Perciò, se � EMBED Equation.3  ��� fosse razionale, si dovrebbe poter scrivere � EMBED Equation.3  ��� = p/q, dove p e q sono primi tra loro. Elevando al quadrato si ottiene 2 = p2/q2, e moltiplicando per q2 si ottiene 2q2 = p2. Ciò significherebbe che p2 è pari, poiché è il doppio di un numero intero. I pitagorici avevano precedentemente dimostrato che solo numeri pari hanno quadrati pari, e perciò sapevano che, se p2 è pari, lo è anche p. Ciò comporta due conseguenze: (1) p è il doppio di un numero intero (questo è il significato dell'essere "pari") che chiamiamo r, e quindi p = 2r; (2) q è dispari, poiché abbiamo detto che p e q non hanno fattori comuni, e un q  pari avrebbe il fattore 2 in comune con p.


Ora, per la (1), sostituendo 2r a p nell'equazione 2q2 = p2, otteniamo 2q2 = (2r)2 ossia 2q2 = 4r2. Dividendo per 2 si ottiene q2 = 2r2 e perciò q2, essendo il doppio di un intero, è pari. Come già prima, questo implica che q è pari (solo i numeri pari hanno quadrati pari). Ma abbiamo appena affermato in (2) che q è dispari! Dunque q non può essere conteporaneamente dispari e pari (principio di non contraddizione). Poiché l'ipotesi che � EMBED Equation.3  ��� sia razionale ci ha portato a una contraddizione, la logica ci costringe a concludere che � EMBED Equation.3  ��� non è razionale.
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